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log qn +O(1), para n > 0.
En otras palabras, TDK, para las mismas condiciones, existe una cantidad infinita
de polinomios π ∈ P (q;T ), el conjunto de polinomios irreducibles unitarios, tales que
π ≡ a mód m.













log qn +O(1), para n > 0.
In other words, TDK, under these conditions, there is an infinite number of polynomials π ∈ P (q;T ), the
set of unitary irreductible polynomials, such that π ≡ a mód m.
Keywords: Dirichlet’s Theorem in Fq[t] according Pollack (TDP); Dirichlet’s Theorem in Fq[t] according
Kornblum (TDK).
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La progresión aritmética de números impares 1, 3, 5, · · · , 2k+1, · · · , contiene infinitos números primos.
Es natural preguntar si otras progresiones aritméticas tienen esta propiedad. Una progresión aritmética
con el primer término a y diferencia común m consiste de todos los números de la forma
a+mk, k = 0, 1, 2, · · · . (1)
Si a y m tienen un factor común d, cada término de la progresión es divisible por d y no puede haber
más de un primo en la progresión si d > 1. En otras palabras, una condición necesaria para la existencia
de infinitos números primos en la progresión aritmética (1) es que (a,m) = 1. Dirichlet fue el primero en
probar que esta condición es también suficiente. Esto es, si m > 0 y a son enteros con (a,m) = 1, entonces
hay un número infinito de primos p en la progresión aritmética (1), es decir, un número infinito de primos
p con p ≡ a mód m. Este resultado es conocido como el teorema de Dirichlet.





















= log ξ(s) +O(1) =
∑
p p
−s +O(1) cuando s ↓ 1, esto muestra que en cierto sentido, los
primos se distribuyen por igual en las progresiones.




extendida sobre todos los primos, diverge.
La idea de Dirichlet era probar una afirmación correspondiente cuando los primos están limitados a estar en
la progresión dada en (1). En una memoria famosa [8], publicada en 1837, realizó esta idea por ingeniosos
métodos anaĺıticos. Desafortunadamente, esta prueba no puede ser considerada enteramente elemental,
pues, para ello utiliza el desarrollo de Taylor del logaritmo complejo alrededor de s = 1. Además, la prueba
de Dirichlet de la no anulación de ciertas sumas infinitas (las series L correspondientes a los caracteres no
principales reales) en s = 1, depende de investigaciones dif́ıciles en la teoŕıa de formas cuadráticas binarias.
Sin embargo, la prueba fue más tarde simplificada por varios autores. En 1950, H. N. Shapiro publicó una
prueba elemental del teorema de Dirichlet [7]. Esta es elemental, ya que evita el uso del logaritmo complejo
y otras herramientas de la teoŕıa de funciones, que establecen la no anulación de las funciones L en s = 1,
y con pocas excepciones sólo usa sumas finitas.














Nuestro propósito es mostrar el análogo del teorema de Dirichlet en el caso de un anillo de polinomios
sobre Fq, donde Fq denota a un cuerpo finito con q elementos y de caracteŕıstica p, con q = pk donde p es
Introducción viii
un entero primo y k > 1. Es decir, que dado un cuerpo finito Fq y polinomios a,m ∈ Fq[t] con (a,m) = 1,





es divergente, donde |p| es lo que llamaremos, luego, la norma del polinomio p. El primero en realizar dicha
prueba fue Heinrich Kornblum [5] en 1919. La estructura de esta demostración es en gran parte la misma
como en el caso clásico.
También, se mostrará que la prueba de Shapiro y su estimación pueden ser adaptadas para el caso de Fq[t].
Esta prueba fue hecha por Paul Pollack [2]. Es decir, probar que dado un cuerpo finito Fq y polinomios









log(qn) +O(1), para n > 0.
Para cumplir con los objetivos de este trabajo, se estudiaron las funciones aritméticas definidas sobre el
monoide M(q; t). En particular, los análogos en M(q; t) de la función de von Mangoldt y de la función
de Möbius conocidos en Z. Se Emplearon las propiedades de los caracteres de grupos abelianos finitos
(caracteres de Dirichlet módulo m(t)) y sus relaciones de ortogonalidad en el estudio de las funciones L o
L-funciones (llamadas series o funciones de Dirichlet), L(s, χ), asociadas con un carácter χ módulo m(t).
También, algunas consecuencias que involucran a la función Zeta de Riemann, ζ(s), y algunos productos




Definición 1.1. Si g(x) > 0 para todo x > a, escribimos f(x) = O(g(x)) (se lee “f(x) es oh grande de
g(x)”) en el sentido de que el cociente f(x)/g(x) es acotado para x > a; es decir, existe una constante
M > 0 tal que
|f(x)| 6Mg(x) para toda x > a.
Una expresión de la forma f(x) = h(x) +O(g(x)) significa que f(x)− h(x) = O(g(x)).
Notación 1.1. Usaremos la notación f(x) ≪ g(x) para indicar que existe una constante positiva M tal
que f(x) 6Mg(x).
Teorema 1.1. Sea G un grupo y g un elemento de G. Entonces, si o((g)) = m, entonces (g) = {1, g, · · · , gm−1},
y gn = 1 si, y sólo si, m|n.
Teorema 1.2 (Algoritmo de la división para enteros). Si m,n ∈ Z y n > 0, entonces existe un único par
de enteros q y r tales que m = qn+ r, donde 0 6 r < n.
Definición 1.2. Sea K un campo. Sea f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n un polinomio en K[t], con an 6= 0K .
Entonces, an se llama el coeficiente ĺıder de f(t). El grado de f(t) es el entero n, y se denota “deg(f(x))”.
f(t) es mónico o unitario si an = 1K.
Teorema 1.3 (Algoritmo de la división para polinomios). Sea K un campo y f(t), g(t) ∈ K[t] con g(t) 6=
0K . Entonces, existen polinomios únicos q(t) y r(t) tales que
f(t) = g(t)q(t) + r(t),
donde o r(t) = 0K o deg(r(t)) < deg(g(t)).
Afirmación 1.1. Sea K un campo y k, n enteros positivos. Entonces, xk − 1K divide a x
n − 1K en K[x]
si, y sólo si, k|n en Z.
Demostración. Como k y n son enteros con k > 0, entonces por Teorema 1.2 existen enteros únicos q y
r tales que n = kq + r y 0 6 r < n.
Note que xn − 1K = (x
k − 1K)h(x) + (x
r − 1K), donde h(x) = x
n−k + xn−2k + · · ·+ xn−qk.
Si xk − 1K |x
n − 1K , entonces existe f(x) ∈ K(x) tal que
xn − 1K = (x
k − 1K)f(x) + 0.
1.2 Congruencias en K[t] y aritmética de las clases de congruencia. 2
Luego, por Teorema 1.3 se tiene que xr − 1K = 0, lo cual obliga a que r = 0. Por lo tanto, n = kq, es decir,
k|n.
Rećıprocamente, si k|n, entonces existe u ∈ Z tal que n = ku. Luego, por Teorema 1.2 se tiene que r = 0.
Por lo tanto,
xn − 1K = (x
k − 1K)h(x).
Es decir, xk − 1K |x
n − 1K . 
Teorema 1.4 (Factorización única de polinomios). Sea K un campo. Cada polinomio no constante f(t) en
K[t] es un producto de polinomios irreducibles en K[t]. Esta factorización es única en el sentido siguiente:
Si
f(t) = p1(t)p2(t) · · · pr(t) y f(t) = q1(t)q2(t) · · · qs(t)
con cada pi(t) y qj(t) irreducible, entonces r = s. También, los qj(t) pueden ser reorganizados y reetique-
tados de modo que pi(t) es un asociado de qi(t), para i = 1, 2, · · · .
Proposición 1.1. Si K es un cuerpo, entonces K[t] es un dominio euclidiano.
1.2. Congruencias en K[t] y aritmética de las clases de
congruencia.
Definición 1.3. Sea K un campo y f(t),m(t) ∈ K[t] con m(t) diferente de cero. La clase de f(t) módulo
m(t) se define aśı
f̂(t) = {g(t) | g(t) ≡ f(t) mód m(t)}
= {f(t) + h(t)m(t) | h(t) ∈ K[t]},
y se denota con f̂(t). El conjunto de todas las clases de congruencia módulo m(t) se denota con K[t]/(m(t)),
la notación análoga de Zn = Z/nZ.
Observación 1.1. De ahora en adelante, Fq denota a un cuerpo de caracteŕıstica p y cardinal q = pk,
con p un número entero primo y k > 1.
Teorema 1.5. f(t) ≡ g(t) mód p(t) si, y sólo si, f̂(t) = ĝ(t).
Corolario 1.1. Sea K un cuerpo finito con q elementos. Entonces, K∗ = K − {0} es ćıclico de orden
q − 1. Además, K = Fp(ζ), donde ζ es una ráız (q − 1)-ésima primitiva de la unidad.
Véase la prueba en [1, Lección I, Corolario 2].
Teorema 1.6. Sea A un dominio con un número finito de unidades n, y sea u una unidad de A. Entonces,
un = 1A.
En particular, como Fq es un cuerpo con q elementos, es un dominio de integridad que tiene q − 1
unidades. Luego, si a ∈ Fq con a 6= 0, entonces aq−1 = e, por tanto, aq = a. Esta igualdad vale si a = 0.
Corolario 1.2. Sea K un campo y p(t) un polinomio de grado n en K[t]. Sea
S = {a0 + a1t+ · · ·+ amt
m | m < n y ai ∈ K con 0 6 i 6 m}
Entonces, toda clase de congruencia módulo p(t) es la clase de algún polinomio en S, y las clases de
congruencias de polinomios diferentes en S son distintas. Es decir, f̂(t) = ĥ(t) donde h(t) ∈ S, y f̂(t) 6=
ĥ(t), si f(t), h(t) ∈ S y f(t) 6= h(t).
1.3 Funciones aritméticas. 3
Afirmación 1.2. Si m(t) ∈ Fq[t] tiene grado k, entonces hay exactamente qk clases de congruencias
distintas en Fq[t]/(m(t)).
Demostración. Si p(t) ∈ Fq[t] tiene grado k, entonces los posibles residuos en la división por p(t) son
de la forma a0 + a1t + · · · + ak−1t
k−1 con ai ∈ Fq, por el algoritmo de la división. Por otro lado, hay q
posibilidades para cada de los k coeficientes a0, a1, · · · , ak−1 y, por lo tanto, hay q
k polinomios diferentes
de esta forma. Por consiguiente, por Corolario 1.2, hay exactamente qk clases de congruencias distintas en
Fq[t]/(m(t)). 
Proposición 1.2. El conjunto U(Fq[t]/(m(t))), con m(t) ∈ Fq[t], definido por
U(Fq[t]/(m(t))) = {â ∈ Fq[t]/(m(t)) | (a,m) = 1}
es un grupo multiplicativo de orden ϕ(m), donde ϕ es la función de Euler para los polinomios. En particular,
si m(t) es un polinomio primo de grado k, entonces U(Fq[t]/(m(t))) = (Fq[t]/(m(t)))∗, los elementos no
nulos de Fq[t]/(m(t)), es un grupo multiplicativo de orden ϕ(m) = qk − 1.
Teorema 1.7. Sea K un campo y p(t) un polinomio no constante en K[t]. Entonces, K[t]/(p(t)) es un
anillo conmutativo con identidad que contiene a K.
Teorema 1.8. Sea K un campo y p(t) un polinomio no constante en K[t]. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i). p(t) es irreducible en K[t].
(ii). K[t]/(p(t)) es un campo.
(iii). K[t]/(p(t)) es un dominio de integridad.
Observación 1.2. M(q; t) denota el monoide de los polinomios unitarios con coeficientes en Fq y P (q; t)
denota el conjunto de los polinomios primos de Fq[t], es decir, de los polinomios irreducibles unitarios.
Teorema 1.9 (Análogo del teorema de Euler). Si (a,m) = 1 con m ∈M(q; t), entonces
aϕ(m) ≡ 1 mód m.
Véase la prueba en [1, Lección II, Sección 4].
Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente:
Corolario 1.3 (Análogo del teorema pequeño de Fermat). Si p(t) ∈ P (q; t) tiene grado d y p(t) ∤ a(t),
entonces
a(t)q
d−1 ≡ 1 mód p(t).
1.3. Funciones aritméticas.
Definición 1.4. Una función con valor complejo definida en el monoide M(q; t) se llama una función
aritmética. Una función aritmética f 6= 0 es multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) siempre que (m,n) = 1
y es completamente multiplicativa si f(mn) = f(m)f(n) para todo par m,n ∈M(q; t).
Definición 1.5. La función aritmética I dada por
I(f) =
{
1, si f = 1,
0, si f 6= 1
se llama la función identidad.
1.3 Funciones aritméticas. 4





1, si f = 1,
0, si π2|f para algún π ∈ P (q; t),
(−1)r, si f = π1π2 · · ·πr, donde los πi ∈ P (q; t) son mutuamente distintos.
Para f = 1, se considera r = 0.




Véase la prueba en [1, Lección VII, Proposición 6 (a)].
Teorema 1.11. La función de Möbius µ es multiplicativa.







(1 + µ(π)), (1.1)
si f = πa11 π
a2
2 · · ·π
ak
k , con πi ∈ P (q; t), ai > 1.
Demostración. Teniendo en cuenta que µ es multiplicativa, desarrollamos el producto del miembro




= (1 + µ(π1))(1 + µ(π2)) · · · (1 + µ(πk))(1 + µ(π1π2)) · · ·
(1 + µ(πk−1πk)) · · · (1 + µ(π1π2 · · ·πk))
= 1 + µ(π1) + µ(π2) + · · ·+ µ(πk) + µ(π1π2) + · · ·+ µ(πk−1πk) + · · ·+ µ(π1π2 · · ·πk)
lo cual es igual al miembro izquierdo de (1.1). 
Definición 1.7. La norma | · | de un polinomio unitario de Fq[t] es una función | · | :M(q; t) → N tal que
|a(t)| = qn con n = deg(a(t)), para a(t) ∈M(q; t). Como tal, esta función tiene las siguientes propiedades:
(i). |1| = 1,
(ii). si p(t) ∈ P (q; t), entonces |p(t)| > 1, y
(iii). |a1(t)a2(t)| = |a1(t)||a2(t)| para a1(t), a2(t) ∈M(q; t).
Proposición 1.3 (Fórmula de la inversión de Möbius). Sean f y g dos funciones aritméticas. Suponga













y la función f es multiplicativa.
1.4 Caracteres de grupos abelianos finitos. 5
Véase la prueba en [1, Lección VII, Proposición 9].
Definición 1.8. El análogo de la función de von Mangoldt está definida por
Λ(f) =
{
log |π|, si f = πk, para algún π ∈ P (q; t) y k > 1,
0, de otro modo.
Como Λ(1) = 0, esta función no es invertible y mucho menos multiplicativa.
1.4. Caracteres de grupos abelianos finitos.
Definición 1.9. Sea G un grupo abeliano finito, denotado multiplicativamente. Un homomorfismo f :
G→ C∗ se llama un carácter de G si f tiene la propiedad multiplicativa
f(g1g2) = f(g1)f(g2)
para todo g1, g2 en G, y f(1G) = 1, donde 1G es el elemento unidad de G.
El conjunto de todos los caracteres de G se denota con Ĝ, esto es
Ĝ = {f : G→ C∗ | f es un homomorfismo de grupos}.
Con T designamos al grupo multiplicativo {z ∈ C∗ | |z| = 1} (la circunferencia de radio 1 y centro en el
origen). Este grupo es un subgrupo de C∗.
Proposición 1.4. Si f ∈ Ĝ, entonces f(g) ∈ T , para todo g ∈ G. Es decir, cada función valuada f(g) es
una ráız de la unidad. De hecho, si gn = 1G, entonces f
n(g) = 1.
Véase la prueba en [1, Lección VIII, Proposición 1].
Todo grupo admite, por lo menos, un carácter fo(g) := 1, para todo g ∈ G. A este carácter se le lla-
ma principal.
Si f1, f2 ∈ Ĝ, podemos definir una ley de composición interna sobre Ĝ, de la siguiente manera:
(f1f2)(g) := f1(g)f2(g) (1.2)
para cualquier g de G. Además, fof = ffo = f , para cualquier f ∈ Ĝ.
Proposición 1.5. Sea G un grupo abeliano finito. Con la ley (1.2), Ĝ es un grupo abeliano. Además, si





para cada g ∈ G.
Demostración. Los postulados de grupo abeliano son de fácil verificación, usando la definición, por lo
tanto, vamos a omitir los detalles. Por otro lado, por la Proposición 1.4, |f(g)| = 1, para cada g ∈ G. Como
f(g)f(g) = |f(g)|2 = 1 y f(g)f−1(g) = 1, entonces f−1(g) = f(g), pues, el inverso multiplicativo en C
es único. Por lo tanto, el rećıproco 1/f(g) = f−1(g) es igual al conjugado complejo f(g), para cualquier
g ∈ G. Aśı, la función definida por f(g) = f̄(g), para cada g ∈ G es, también, un carácter de G. 
Proposición 1.6. Si G es un grupo abeliano finito, entonces G ∼= Ĝ. Es decir, o(G) = o(Ĝ).
Véase la prueba en [1, Lección VII, Proposición 7] o en [3, Teorema 6.8].
1.5 Caracteres módulo m(t). 6
1.5. Caracteres módulo m(t).
Definición 1.10. Sea m ∈ Fq[t] un polinomio no constante fijo. Sea χ′ : (Fq[t]/(m(t)))∗ → C∗ un
homomorfismo. Dado χ′, definamos χ : Fq[t] → C∗ de la siguiente forma:
χ(f) =
{
0, si (f,m) 6= 1,
χ′(f̂), si (f,m) = 1.
Las funciones χ definidas de esta manera son llamadas caracteres de Dirichlet módulo m. El carácter
principal χo es el que tiene las propiedades:
χo(f) =
{
0, si (f,m) 6= 1,
1, si (f,m) = 1.
Definición 1.11. Sea m ∈ Fq[t]. Una función χ : Fq[t] → C∗ se llama un carácter multiplicativo módulo
m si para cada a, b ∈ Fq[t] se tiene:
(i). χ(a) = 0, si (a,m) 6= 1.
(ii). χ(1) 6= 0.
(iii). χ(ab) = χ(a)χ(b).
(iv). a ≡ b mód m, entonces χ(a) = χ(b).
Como es fácil ver, un carácter multiplicativo módulo m(t) es un carácter del grupo
(Fq[t]/(m(t)))∗, que se extiende a Fq[t]/(m(t)) haciendo χ(α) = 0 para todo divisor de cero α en este
anillo.





ϕ(m), si χ = χo,
0, si χ 6= χo.
Véase la prueba en [1, Lección VIII, Proposición 9].





ϕ′(m), si a ≡ 1 mód m,
0, si a 6≡ 1 mód m.
Véase la prueba en [1, Lección VIII, Proposición 11].
Ahora, podemos calcular el número de caracteres distintos módulo m(t) sobre Fq[t]. En efecto, por la



































a 6≡1 mód m
= ϕ′(m).
















Por lo tanto, ϕ(m) = ϕ′(m).
Es decir, los caracteres de Dirichlet (que están definidos en Fq[t]) inducen y están inducidos por elementos
en el grupo de caracteres de (Fq[t]/(m(t)))
∗. Por consiguiente, hay exactamente ϕ(m) caracteres de Diri-
chlet módulo m(t).
Los caracteres módulo m(t) de un grupo abeliano finito satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad.
Aqúı tomamos G = (Fq[t]/(m(t)))∗. Para nosotros, éstas relaciones toman las siguientes formas:
Lema 1.1. Sean χ1, · · · , χo(Ĝ) caracteres de Dirichlet módulo m (asumiendo χ1 como el carácter principal)









1, si u ≡ v mód m,
0, de otra manera.
Véase la prueba en [1, Lección VII, Proposición 13] o en [3, Teorema 6.16].









1, si χ = ψ,
0, de otra manera.
Demostración. Suponga que χ(u) = ψ(u) para todo u ∈ Fq[t] (u mód m). Entonces,














































Ya que, (χψ̄)(b)− 1 6= 0, esto implica que
∑
u mód m
(χψ̄)(u) = 0. 




para cualquier carácter no principal χ (si (u,m) = 1, χo(u) = 1 = χo(u). Por el contrario, si (u,m) 6= 1,
entonces χo(u) = 0 = χo(u). Es decir, χo = χo).
Capı́tulo 2
Teorema de Dirichlet en Fq[t] según Pollack.
Antes de proceder, introducimos un poco de notación: Para p ∈ Fq[t] se define ϕ(p) como el cardinal
del grupo de unidades de Fq[t]/(p). De aqúı en adelante, π siempre denota un mónico irreducible de Fq[t], d,
f siempre denotan polinomios mónicos, n siempre denota un entero no negativo. Las sumas de polinomios
siempre se entiende que deben tomarse sólo sobre polinomios mónicos.
Con estos acuerdos, podemos expresar uno de nuestros resultados principales como:




















Demostración. Para x = qn, donde 0 6 n ∈ Z, la consecuencia es inmediata por Teorema 2.1. A saber,









Además, como 0 < deg(π) 6 n, entonces qdeg(π) 6 qn. Es decir, |π| 6 qn = x. Por lo tanto, se concluye la
prueba.
Por otro lado, el resultado se sigue para todo x > 1, de la siguiente manera:
Note que si n = 0, 1 6 x < q; si n = 1, q 6 x < q2; si n = 2, q2 6 x < q3, aśı, de manera sucesiva,
obtenemos que 1 6 qn 6 x < qn+1, para cualquier n > 0. Por consiguiente,
log(qn) 6 log x < log(qn+1). (2.1)
Entonces,
log(qn) + log(qn+1) 6 log x+ log(qn+1)
y, además,
2 log(qn) < log(qn) + log(qn+1).
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Por lo tanto,
2 log(qn) < log x+ log(qn+1).
De aqúı, tenemos
−[log(qn+1)− log(qn)] = − log(qn+1) + log(qn) < log x− log(qn). (2.2)
Por otra parte, de (2.1) se puede concluir
0 6 log x− log(qn) < log(qn+1)− log(qn). (2.3)
Luego, de (2.2) y (2.3), se tiene
| log x− log(qn)| < log(qn+1)− log(qn).
Es decir, existe M = log(qn+1)− log(qn) > 0, tal que, para todo x > 1, se cumple
| log x− log(qn)| 6M · 1.
Entonces, log x− log(qn) = O(1), lo que significa
log x = log(qn) +O(1).


































para x > 1. 
2.1. Algunos resultados preliminares.
En primer lugar demostraremos un análogo de la estimación log[x]! = x log x− x+O(log x).
Lema 2.1. Para n > 0,
∑
deg(f)6n












Demostración. Sea S :=
∑
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Puesto que,
∑
deg(f)=k 1 = q





























= log q[0 + q + 2q2 + 3q3 + · · ·+ nqn − q(0 + q + 2q2 + 3q3 + · · ·+ (n− 1)qn−1 + nqn)]
= log q[0 + q + 2q2 + 3q3 + · · ·+ nqn − q2 − 2q3 − 3q4 − · · · − (n− 1)qn − nqn+1]






















































También necesitaremos algunos resultados elementales sobre la distribución de primos en Fq[t], los
cuales reuniremos aqúı. Éstas serán consecuencias sencillas de los siguientes:
Teorema 2.2 (Teorema del número primo para Fq[t]). Sea Fq un cuerpo finito. Sea νq(n) que denota el
número de polinomios primos (mónicos) de grado n en Fq[t]. Para n > 1,
∑
















Demostración. Consideremos la factorización prima de tq
n
− t en Fq[t]. Si π(t) es un primo mónico de
grado d, con d|n, es decir, n = dk, para algún k ∈ Z, entonces
tq
d
≡ t mód π(t) (2.4)
por el análogo del teorema pequeño de Fermat. A saber, como π(t) es un primo mónico de grado d y π(t) ∤ t
(en el caso de que π(t) = t, es fácil notar que tq ≡ t mód π(t), pues tq = t + t(tq−1 − 1)), entonces por el
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análogo del teorema pequeño de Fermat tq
d−1 ≡ 1 mód π(t), es decir, tq
d
≡ t mód π(t).



























≡ t mód π(t)
para k > 1. De modo que π(t)|(tq
kd















Entonces, ya que, tq
n
≡ t mód π(t), tenemos tq
n
= t+h(t)π(t) con h(t) ∈ Fq[t]. Si g(t) = g0+g1t+· · ·+gktk
donde cada gi ∈ Fq, se tiene:
g(tq
n
) = g(t+ h(t)π(t))
= g0 + g1(t+ h(t)π(t)) + · · ·+ gk(t+ h(t)π(t))
k
= g0 + g1(t+ h(t)π(t)) + · · ·+ gk(t
k + ktk−1h(t)π(t) + · · ·+ hk(t)πk(t))
= g0 + g1t+ · · ·+ gkt
k + g1h(t)π(t) + · · ·+ gk(kt
k−1h(t)π(t) + · · ·+ hk(t)πk(t))
= g(t) + [g1h(t) + · · ·+ gk(kt
k−1h(t) + · · ·+ hk(t)πk−1(t))]π(t).
Es decir, g(tq
n
) ≡ g(t) mód π(t). Por otro lado,
g(tq
n
) = g0 + g1t
qn + · · · gkt
kqn
y, además, por Teorema 1.6
g(t)q
n












= g0 + g1t
qn + · · · gkt
kqn






) ≡ g(t) mód π(t)









tal que ̂g(t)qn−1 = 1̂. Además, puesto que
o((ĝ(t))) = qd − 1 (por Corolario 1.1, pues, Fq[t]/(π(t)) es un cuerpo finito con qd elementos), entonces,




− t = π1(t)π2(t) · · ·πk(t) (2.5)
es la factorización única de tq
n
− t en polinomios mónicos irreducibles. Por lo que se probó anteriormente,
cada irreducible mónico de grado divisorio de n debe ser o aparece como uno de los πi, y cada πi es un
irreducible mónico de grado divisorio de n (pues, πi|t
qn − t). También, ningún πi aparece más de una
vez, de lo contrario, por la regla del producto, y del hecho de que Fq es de caracteŕıstica p, πi divide a la
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derivada formal de tq
n
− t, la cual es −1. Esto es, tomando, en particular, π1 = π2, y derivando a ambos
lados de (2.5), se tiene
−1 = qntq








π2(t) · · ·πk(t)
)′
= π1(t)r(t),
donde r(t) = 2π′1(t)
(




π2(t) · · ·πk(t)
)′
, es decir, π1(t)| − 1, lo cual es contradictorio. De

































entonces, comparando grados, se tiene











La fórmula para νq(n) se sigue de la inversión de Möbius (Proposición 1.3), aśı: colocando g(n) = q
n y















qdµ(n/d). Por otro lado, veamos
∑
d|n
qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3). (2.6)
Si n = 1, entonces d = 1. Por lo tanto,
∑
d|1
qdµ(1/d) = qµ(1) = q.
Pero, q = q + 0 = q +O(q1/2 + q1/3). Por consiguiente,
∑
d|n
qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3), si n = 1.
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Si n = 2, entonces d = 1 o d = 2. Por lo tanto,
∑
d|2
qdµ(2/d) = qµ(2) + q2µ(1)
= q(−1) + q2
= −q + q2
Pero, | − q| = q < q2/2 + 2q2/3. Es decir, −q = O(q2/2 + 2q2/3). Entonces,
∑
d|n
qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3), si n = 2.
Si n es un número primo > 2, entonces d = 1 o d = n. Por lo tanto,
∑
d|n
qdµ(n/d) = qµ(n) + qnµ(1)
= q(−1) + qn
= −q + qn
Como n > 2, entonces qn/2 > q, pues n/2 > 1. Entonces, | − q| = q < qn/2 < qn/2 + nqn/3. Es decir,
−q = O(qn/2 + nqn/3). Luego, (2.6) se verifica para un primo n > 2.
Suponga que n es un número con las siguientes formas:
Si n = 2t, con t = 2, 3, · · · , entonces,
∑
d|n







Por otro lado, como d 6 n4 <
n
3 , entonces q











= qt1 |µ(n/t1)|+ q
t2 |µ(n/t2)|+ · · ·+ q
tr |µ(n/tr)|+ q
n/4|µ(4)|




donde t1, t2, · · · , tr son los divisores de n menores que n/4.
Por lo tanto,
| − qn/2 + S| 6 qn/2 + |S| < qn/2 + nqn/3
Entonces, ∑
d|n
qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3).
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Si n = 3t, con t = 2, 3, · · · , entonces,
∑
d|n


















= qt1 |µ(n/t1)|+ q
t2 |µ(n/t2)|+ · · ·+ q
tr |µ(n/tr)|+ q
n/3|µ(3)|
= qt1 + qt2 + · · ·+ qtr + qn/3
< qn/3 + qn/3 + · · ·+ qn/3︸ ︷︷ ︸
r términos
+qn/2
= qn/2 + rqn/3
< qn/2 + nqn/3
donde t1, t2, · · · , tr son los divisores de n menores que n/3. Aśı, de esta forma, se verifica (2.6).
Análogamente, (2.6) se verifica si n = pt, donde p es un entero primo y t ∈ Z+. De acuerdo a lo anterior,




qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3)
= qn +O((1 + nq−n/6)qn/2)
= qn +O(qn/2)
la estimación final se sigue. 
Lema 2.2. Para cada f , ∑
d|f
Λ(d) = log |f |.
También, ∑
d|f
µ(d) log |d| = −Λ(f).
Demostración. Sea f = πa11 π
a2
2 · · ·π
ak
k con πi primo, para 1 6 i 6 k. Entonces,
|f | = |π1|
a1 |π2|
a2 · · · |πk|
ak .
Por lo tanto,
log |f | = log(|π1|
a1 |π2|










ai log |πi|, (2.7)
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pues, al ser | · | una función completamente multiplicativa, se tiene
log(|π1|
a1 |π2|
a2 · · · |πk|
ak) = log |πa11 π
a2
2 · · ·π
ak
k | = log |f |.
Por otro lado, si d ∈ {π1, π
2
1 , · · · , π
a1
1 , π2, π
2
2 , · · · , π
a2
2 , · · · , πk, π
2
k, · · · , π
ak
k }, entonces Λ(d) 6= 0, por lo cual:
∑
d|f
Λ(d) = Λ(π1) + Λ(π
2
1) + · · ·+ Λ(π
a1
1 )
+ Λ(π2) + Λ(π
2
2) + · · ·+ Λ(π
a2
2 ) + · · ·+ Λ(πk) + Λ(π
2
k) + · · ·+ Λ(π
ak
k )
= log |π1|+ log |π1|+ · · ·+ log |π1|︸ ︷︷ ︸
a1 términos
+ log |π2|+ log |π2|+ · · ·+ log |π2|︸ ︷︷ ︸
a2 términos






= log |f |
por (2.7). Luego, ∑
d|f
Λ(d) = log |f |.
La segunda afirmación se sigue por una generalización apropiada de la inversión de Möbius.
Podemos dar una prueba directa de la siguiente manera:
Sea f = πa11 π
a2
2 · · ·π
ak
k con πi primo, para 1 6 i 6 k. Para evaluar el lado izquierdo es suficiente restringir
la suma a divisores libres de cuadrados d. Expandiendo log |d| formalmente, tenemos
∑
d|f
µ(d) log |d| = µ(π1) log |π1|+ µ(π2) log |π2|+ · · ·+ µ(πk) log |πk|
+ µ(π1π2) log |π1π2|+ · · ·+ µ(πk−1πk) log |πk−1πk|+ · · ·
+ µ(π1π2 · · ·πk) log |π1π2 · · ·πk|
= µ(π1) log |π1|+ µ(π2) log |π2|+ · · ·+ µ(πk) log |πk|
+ µ(π1π2) log |π1|+ µ(π1π2) log |π2|+ · · ·
+ µ(πk−1πk) log |πk−1|+ µ(πk−1πk) log |πk|+ · · ·
+ µ(π1π2 · · ·πk) log |π1|+ µ(π1π2 · · ·πk) log |π2|+ · · ·
+ µ(π1π2 · · ·πk) log |πk|
= log |π1|(µ(π1) + µ(π1π2) + · · ·+ µ(π1π2 · · ·πk))
+ log |π2|(µ(π2) + µ(π1π2) + · · ·+ µ(π1π2 · · ·πk)) + · · ·
+ log |πk|(µ(πk) + µ(π1πk) + · · ·+ µ(π1π2 · · ·πk))
= log |π1|
[














(−1)j + · · ·+ (−1)k
]
+ · · ·
+ log |πk|
[





(−1)j + · · ·+ (−1)k
]





































donde π son los divisores primos de f distintos mutuamente, y k es el número de divisores primos de f
distintos mutuamente. De esta manera,
∑
d|f












Si k = 0 de modo que f = 1, la suma de la derecha es vaćıa. Si k = 1, entonces f = πa11 , y el lado derecho
se evalúa como − log |π1|. Si k > 2, la suma interior es igual a −(1− 1)








































































si k > 2. Por lo tanto, en cualquier caso, el resultado se demuestra. 
Afirmación 2.1. La suma de los grados de todos los polinomios primos π(t) en Fq[t] que dividen al entero




Demostración. Sea r = p1p2 · · · pk donde pi son números primos, y sea νq(n) que denota el número de
polinomios primos (irreducibles unitarios) de grado n, con n > 1. Entonces,
∑
deg(π(t))|r









por Teorema 2.2, donde P son los distintos productos que dividen a r y cuyos factores están en {p1, p2, · · · , pk}.

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log q = O(qn).
Observación 2.1. Esta es otra forma del teorema del número primo para Fq[t]. Aqúı tenemos una fórmula














pues deg πk = k deg π.















































log q = O(qn).
Considerando los resultados anteriores, se sigue la igualdad deseada. 





























Demostración. La primera igualdad se sigue por la reordenación de la suma, al igual que cuando se














































































































































































+ · · ·
)







+ · · ·
)







































































+ · · ·+
[n/k]
q[n/k]k
























, para k > 2.


























































Por otro lado, como qk > q > 2 para k > 1, entonces 2qk 6 q2k. Por lo tanto,
q2k + 2qk 6 2q2k.











6 2kq−2k log q.
Si k = deg π, tenemos
log |π|
|π|(|π| − 1)






6 2 log q
∑
2 degπ6n
q−2 deg π deg π





q−2 deg π deg π


















































6 2 log q
∑
2k6n
kq−k < 2 log q ·M



























































= ψ(k)− ψ(k − 1).





















[ψ(k)− ψ(k − 1)]q−k.

















= n log q = log(qn).







2.2. Caracteres y Series-L.
Definición 2.1. Sea s = σ + iγ un número complejo. Para un carácter no principal χ módulo m(t), con







como la función L asociada a χ.


















Aparentemente, la suma anterior es infinita. Sin embargo, más adelante vamos a demostrar que cuando
k > degm, ck = 0, de manera que en la definición de L(χ) sólo necesitamos la suma hasta k = degm− 1.
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es absolutamente convergente para σ = R(s) > 1.
Demostración. Tomemos σ = R(s) > 1. Como |f | = qk, donde k = deg f , y existen qk polinomios





































































, cuando r → ∞,
pues σ > 1. 
Proposición 2.2. Para todo χ 6= χo módulo m(t), con m(t) ∈ Fq[t], se tiene
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( i). Sabemos que hay exactamente qdegm clases módulo m. Éstos representantes, r1(t), · · · , rqdeg m(t),
pueden tomarse en M(q; t) y todos de grado menor o igual a degm.
Si f ∈ M(q; t), existe Q ∈ M(q; t) tal que f = mQ + rn, donde podemos asumir rn = 0 o
deg rn < degm. Cuando k > degm, los polinomios f de grado k son exactamente los polinomios
f = mQ+ rn, donde Q ∈M(q; t) es mónico de grado deg f − degm, pues
deg f = máx{degm+ degQ, deg rn} = degm+ degQ
ya que, deg rn < degm+ degQ.
Por tanto, hay qdeg f−degm de tales polinomios para cada clase residual módulo m. Es decir, con-
gruentes con cada rn(t) hay exactamente q








en virtud del Lema1.2, tomando ψ = χo, porque χ 6= χo.









































Ahora, podemos establecer la no anulación de L(χ) para χ real no principal.
Considerando que la próxima afirmación es uno de los pasos más dif́ıciles de la prueba del teorema de
Dirichlet sobre Z, aqúı se trabaja un argumento bastante sencillo.
Teorema 2.3. Si χ 6= χo es un carácter de Dirichlet real módulo m, entonces L(χ) 6= 0.
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Demostración. Definamos F (f) :=
∑
d|f
χ(d) la cual es una función multiplicativa, pues χ es una función
multiplicativa. Si f = πa11 π
a2
2 · · ·π
ak












= (χ(1) + χ(π1) + χ(π
2
1) + · · ·+ χ(π
a1
1 )) + (χ(π2) + χ(π
2
2) + · · ·+ χ(π
a2
2 ))
+ · · ·+ (χ(πk) + χ(π
2
k) + · · ·+ χ(π
ak
k ))
+ χ(π1π2) + · · ·+ χ(πk−1πk) + χ(π1π
2




2 · · ·π
ak
k )
= (χ(1) + χ(π1) + · · ·+ χ(π
a1
1 ))(χ(1) + χ(π2) + · · ·+ χ(π
a2
2 )) · · ·



















= F (πa11 ) · F (π
a2













χ(d) = χ(1) + χ(π) + χ(π2) + · · ·+ χ(πl)
= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
l veces
= 1 + l.




χ(d) = χ(1) + χ(π) + χ(π2) + · · ·+ χ(πl)









0, si l es impar





0, si l es impar
1, si l es par
.
Por lo tanto, siempre se tiene F (πl) > 0, con F (πl) > 1 si l es par. Consecuentemente, siempre se tiene
F (f) > 0, y en particular, F (f) > 1 si f es un cuadrado (es decir, f es de la forma π2i, con i = 0, 1, · · · ).
En la siguiente prueba usaremos la notación f =  para indicar que f es el cuadrado de un polinomio.
2.2 Caracteres y Series-L. 26



























F (f) + · · ·+
∑
deg f=2i









































Note que si g es un unitario no irreducible, la relación (2.11) se cumple, pues g = pa11 p
a2
2 · · · p
ar
r , entonces
F (g2) = F (p2a11 )F (p
2a2
2 ) · · ·F (p
2ar
r ) > 1.
Por lo tanto, S(z) >
∑
06k6z/2
qk. Lo cual implica que











































































































deg d=1, hay z términos























































































































ck es constante. De esta manera, si L(χ) = 0, S(z) = c para z > degm − 1,
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contradiciendo lo probado en (2.12). Esta contradicción completa la prueba. 
Ahora, estamos listos para movernos al corazón del argumento: Estudiaremos las funciones Aχ(n) :=∑
deg f6n
χ(f)Λ(f)/|f |.
Teorema 2.4. Para n > 0, Aχo(n) = log(q
n) +O(1).
Demostración. Note que, si (gk,m) = 1, para k > 1, con g y m en M(q;T ), entonces (g,m) = 1.
Suponga que (g,m) = d 6= 1. Entonces, d|g y d|m. Por lo tanto, g = dh, lo que implica que gk = dhgk−1,
es decir, d|gk. Como d es unitario, entonces, deg d > 1. Si (gk,m) = c, entonces, (gk,m) 6= 1, tomando








































+ · · · .



























































+O(1) = log(qn) +O(1),
por las propiedades de O-grande, y por el Lema 2.4. 
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El resto de esta sección está dedicada a mostrar que para χ 6= χo, Aχ(n) = O(1). El Teorema 2.1 se
seguirá de este resultado, del Teorema 2.4 y las relaciones de ortogonalidad.







Demostración. Como se demostró anteriormente, la función de la izquierda se anula para k > degm.












































































Demostración. Por el Lema 2.2,
∑
deg f6n

































































































































































































































































donde f = Ed.










































































para M > 0. O sea, R(n) = O(q−n
∑
deg d6nΛ(d)) = O(q
−nqn) = O(1), por Lema2.3.
Puesto que, para n > degm, ck = 0, por consiguiente,
∑
deg f6n





































= c−O(1) = O(1).

De lo anterior, deducimos inmediatamente,
Corolario 2.2. Si L(χ) 6= 0 para el carácter no principal χ, entonces Aχ(n) = O(1).







o sea, L(χ)Aχ(n) = O(1). Si L(χ) 6= 0, entonces Aχ(n) =
1
L(χ)
O(1) = O(1). 
Lema 2.7. Sea χ un carácter no principal. Para n > 0,









































Por Teorema 1.10, se tiene: Si f = 1,
∑
d|f µ(d) = 1. Además, Λ(f) = 0. También, Si f 6= 1,
∑









log(qn), si f = 1
Λ(f), si f 6= 1






































pues, f = 1 cuando deg f = 0, y f 6= 1 cuando 0 < deg f .























































































































































































































































































































































































































log(qn) + 2(log q)qn


























log |d| ≪ log(qn) + qn ≪ qn.
Entonces, R(n) = O(1), pues |R(n)| ≪ q−nqn = 1.


























Colocando juntos este resultado con el del Corolario 2.2, vemos que hemos demostrado
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Lema 2.8. Sea χ un carácter no principal. Entonces, para n > 0
Aχ(n) = O(1) + log(q
n)
{
0, si L(χ) 6= 0
−1, si L(χ) = 0










Si L(χ) = 0, entonces
Aχ(n) = O(1) + log(q
n)(−1).
Por otro lado, del Corolario 2.2 tenemos, si L(χ) 6= 0
Aχ(n) = O(1) + log(q
n)(0).
De esta forma concluimos la afirmación del lema. 
Corolario 2.3 (No anulación de L(χ) para χ no real). Si χ es un carácter que toma al menos un valor
no real, L(χ) 6= 0.
Demostración. Por Lema1.1, si f ≡ 1 mód m, entonces
∑
χ χ(f) = ϕ(m). Además,
∑
χ
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Por otro lado, del Teorema 2.4 y del Lema 2.8, tenemos
∑
χ
Aχ(n) = Aχo(n) +Aχ1(n) + · · ·+Aχk−1 (n)
= log(qn) +O(1)− V log(qn) +O(1) + · · ·+O(1)︸ ︷︷ ︸
k−1 veces
= (1− V ) log(qn) +O(1),
donde V es el número de caracteres χ tales que L(χ) = 0, es decir, 1 6 V 6 k − 1.







Ya que el lado izquierdo de (2.14) es no negativo para todo n, debemos tener 1− V > 0 o V 6 1.
Pero si L(χ1) = 0 para un carácter no real χ1, entonces 0 = L(χ1) = L(χ1). Ya que χ1 toma, al menos, un
valor no real, χ1 6= χ1 y, por tanto, V > 2 o V > 1, pues, al menos hay dos caracteres χ diferentes tales
que L(χ) = 0, contradiciendo lo anterior. 
Puesto que por el Corolario 2.3 y el Teorema 2.3, L(χ) 6= 0 para cada χ no principal, el Corolario 2.2
implica lo presagiado
Corolario 2.4. Si χ es un carácter no principal, Aχ(n) = O(1).
2.3. Prueba del Teorema.
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= χo(a)Aχo (n) + χ1(a)Aχ1 (n) + · · ·+ χk−1(a)Aχk−1(n)
= χo(a) log(q
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π3 6≡a mód m
log |π|
|π|3






































































por Lema 2.4. Reorganizando da el teorema. 
Capı́tulo 3
Teorema de Dirichlet en Fq[t] según
Kornblum.
Dirichlet demostró el siguiente teorema para las progresiones aritméticas de números enteros positivos:
Si (a,m) = 1 con a, m enteros mayores o iguales que uno, entonces existe una cantidad infinita de números
primos p tales que p ≡ a mód m. En este caṕıtulo daremos una demostración de su análogo en Fq[t], véase
[5].
Teorema 3.1. Si a,m ∈ Fq[t] con (a,m) = 1 y m 6= 0, entonces existe una cantidad infinita de polinomios
p ∈ P (q; t) tales que p ≡ a mód m.
3.1. Resultados Preliminares: Productos de Euler.
Proposición 3.1. Sea R(an) > 0 para todo n > 0. Entonces, un producto infinito
∏
n
(1+ an) de números
complejos converge (absolutamente) si, y sólo si, la serie
∑
n




log(1 + an) converge a un logaritmo del producto.
Estaremos interesados en productos inducidos por el conjunto P (q; t). Estos productos son llamados
productos de Euler.








llamada la serie o función zeta de Riemann asociada con M(q; t).
Proposición 3.2. La función ζ(s) satisface las siguientes propiedades:
(i). La suma ζ(s) es absolutamente convergente para σ = R(s) > 1.
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( i). Tomemos σ = R(s) > 1. Como |f | = qk, donde k = deg f , y existen qk polinomios mónicos de
























































, cuando r → ∞,
pues σ > 1.









+ · · ·+
1





+ · · ·+
1
|f |s︸ ︷︷ ︸
deg f=1









































































Además, la convergencia del producto es absoluta.




























































es convergente para σ > 1.
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donde deg p > 1, y teniendo en cuenta que la serie es geométrica.


















































































































= P (N) + S(N) o ζ(s) − P (N) = S(N)
donde B ⊂ M(q; t) es el conjunto de los f tales que al menos uno de sus factores primos tiene valor
absoluto > N , entonces
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es convergente para σ > 1.













∣∣∣∣ < 1 y χ es completamente multiplicativa.














































































donde A ⊂ M(q; t) es el conjunto de los f tales que todos sus factores primos tienen valor absoluto 6 N .
Además, como





donde B ⊂ M(q; t) es el conjunto de los f tales que al menos uno de sus factores primos tiene valor
absoluto > N , entonces
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Corolario 3.1. Si χ es un carácter módulo m(t), entonces, para σ > 1, tenemos










Demostración. Como L(s, χ) es anaĺıtica para σ > 1, entonces, de la Proposición 3.3, tenemos























pues, |p|σ = qσ deg p > 2σ deg p > 2deg p > 1, entonces, usando el desarrollo de Taylor





, para |x| < 1,
obtenemos,



























































+ · · ·
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+ · · ·
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De esta forma se concluye la afirmación. 
Corolario 3.2. El carácter principal χo cumple las siguientes propiedades:
(i). ĺım
s→1+
(s− 1)L(s, χo) =
a(m)
log q







( i). Puesto que ζ(s) = (1− q1−s)−1 cuando σ > 1, entonces, aplicando l’Hôpital, tenemos
ĺım
s→1+































=: a(m) ∈ C.
Por consiguiente, de la Proposición 3.3, se concluye que
ĺım
s→1+











































































la cual tiende a ∞ cuando s→ 1+, se verifica aśı la afirmación.

3.2. Prueba del Teorema.









pues L(s, χ) 6= 0 para cualquier carácter χ, y R(s) = σ > 1. Al tomar la derivada logaŕıtmica de L(s, χ)
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χ0(a)χ0(p2) + χ1(a)χ1(p2) + · · ·+ χr−1(a)χr−1(p2)
)



























+ · · ·
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χ(a)χ(p22) + · · ·
)



























































Como L(1, χ) 6= 0 para todo χ 6= χo (por Corolario 2.3 y Teorema 2.3), usando el Corolario 3.2, parte ( ii),










→ ∞ si s→ 1+. (3.6)
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→ ∞ cuando s→ 1+,
lo cual indica que el número de elementos p ∈ P (q; t) que cumplen p ≡ a mód m es infinito. 
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